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概 要
k を p進体とし, X を P3k := Proj(k[T0; T1; T2; T3])の方程式
T 30 + a T
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1 + b T
3
2 + c T
3
3 = 0 a; b; c 2 k
で定義された滑らかで射影的な曲面を対角的 3次曲面と呼ぶ. 本研究で
は p = 3のとき, 対角的 3次曲面 (a = 1と a = b = 1の場合)に対して
次数 0のゼロサイクルのなす Chow群 A0(X)の構造と生成元に関して
得られた結果を報告する. 具体的には, Brauer-Maninペアリングを計算
することによって生成元を明示的に構成する方法を紹介する.
1 導入-準備
1.1 Chow群
kを p進体とし, X を k上の多様体とする. X の r次元閉部分多様体全体
のなす集合をX(r)で表し, 集合X(r)が生成する自由アーベル群 Z[X(r)]を r
サイクルの群とよび, Zr(X)と表す. X の rサイクルの Chow群 CHr(X)を
次のように定義する:
CHr(X) := Zr(X)=Zr(X)rat
ここで Zr(X)ratは r+1次元閉部分多様体上の有理関数の因子であるような
rサイクルたちが生成する部分群を表す. X が k上完備なとき, 次数写像を
deg : CH0(X)! Z; deg(
nX
i
ni[Pi]) :=
nX
i
ni[k(Pi) : k]
とし, 次数 0のゼロサイクルのなす Chow群 A0(X)を
A0(X) := Ker(deg : CH0(X)! Z)
と定義する.
1.2 Brauer-Maninペアリング
X を p進体 k上滑らかで完備な多様体とする. Manin([2])は以下のペアリ
ングを定義した.
1
h ; i : CH0(X) Br(X)! Q=Z nX
i
ni[Pi]; 

7!
nX
i
ni invk  cork(Pi)=k((Pi)).
ここで invk は局所類体論からくる標準同型 Br(k) = Q=Zであり, (P )は 
を Br(k(P ))に制限したものを表す. さらに次のペアリングを得る:
h ; i : A0(X) Br(X)=Br(k)! Q=Z
但し, Br(X)=Br(k) := Br(X)=Im(Br(k) ! Br(X))とする. このペアリング
から次の写像が導かれる.
X : A0(X)! Hom(Br(X)=Br(k); Q=Z)
nX
i
ni[Pi] 7!
 
x 7!
nX
i
ni invk(P )cork(Pi)=k(x(Pi))

.
この写像の単射性に関して以下の結果が知られている.
定理 1.1. (Colliot-Thelene Proposition 5, Proposition 7)
X を k上の幾何的有理曲面とする. このとき, 写像 X は単射である. 
1.3 対角的 3次曲面のBrauer群
X を標数 0の体 k 上の対角的 3次曲面とする. k(X) の元 a; bに対して,
fa; bg3 を元 fa; bg 2 H2(k(X); 
23 )の同型
3Br(k(X))
=! H2(k(X); 
23 ); x 7! x
 3
による逆像を表すものとする. Br(X)の構造と生成元についてManinによっ
て得られた以下の結果がある.
定理 1.2. (Manin [1] Example 45:3) k は 1の原始 3乗根を含む標数 0の体
と仮定し, X を k上の対角的 3次曲面
T0
3 + T1
3 + T2
3 + c T3
3 = 0
とする. f1 =
T0 + 3T1
T0 + T1
, f2 =
T0 + T2
T0 + T1
2 k(X) とおく.
(1) c 2 (k)3 のとき, Br(X)=Br(k) = 0.
(2) c =2 (k)3 とする. このとき, e1 = fc; f1g3 と e2 = fc; f2g3 は Br(X)
に含まれ, かつBr(X)=Br(k)は (Z=3Z)2に同型で e1と e2によって生
成される. 
2
2 主要結果と証明の概要
k を p進体とする. k 上の対角的 3次曲面のゼロサイクルのなす Chow群
に関して次の先行結果がある.
定理 2.1 (Saito-Sato [3]Theorem 4.1.1(2)). k上の対角的 3次曲面Xを T03+
T1
3 + T2
3 + c T3
3 = 0で, p = 3; 3 2 k かつ ordk(c)  1( mod 3)とする.
このとき,
A0(X) = (Z=3Z)2: 
上の定理は A0(X)の生成元について具体的に言及していない. そこで主
結果では, 生成元について調べ, 以下の結果を得た. 以下, k を 1 の原始 3
乗根 3 を含む 3 進体, e は k の絶対分岐指数で e0 := 3e=2 とする.  :=
(1  3) e=2;  := 3 e とし, Lを k上不分岐 3次拡大とする.
定理 2.2. X を 3進体 k 上の対角的 3次曲面 T03 + T13 + T23 + c T33 = 0
とし, ordk(c)  1 (mod 3)とする. p : XL ! X を自然な射とする. 以下の
XL(:= X 
k L)上の L値点を考える :
P1 := ( + 
eu :  eu :   3
p
1 + 2e : 0)
Q1 := ( + 2
eu :  2eu :   3
p
1 + 2e : 0)
P2 := (1 :   3
p
1 + 3e0u3 : e
0
u : 0)
Q2 := ( + 
eu :  eu :   3
p
1 + 2e : 0);
ここで uは OL の元で TrF=F3((1  3) 3e0u) = 1を満たすものとし, と 
は以下に定義されるものとする.
 := u 1(1 + eu 1)
 := 2u 1(1 + 2eu 1):
このとき A0(X)は以下の 2つの次数 0のゼロサイクルで生成される :
C1 = p[P1]  p[Q1], C2 = p[P2]  p[Q2]. 
主定理と同様の方法で, 以下の 2つの場合に関しても A0(X)の構造と生成
元を求めた.
(1) X が T03 + T13 + T23 + c T33 = 0で 3 2 k; ordk(c)  2 (mod 3)のとき.
(2) X が T03 + T13 + bT23 + c T33 = 0で 3 2 k; ordk(b) 6= ordk(c)のとき.
以下, 主定理 2:2の証明の概略について述べる. 次は証明に必要な補題である.
補題 2.3. Xを k上の対角的 3次曲面 T 30 +T 31 +T 32 + c T 33 = 0; c =2 (k)3 と
する. X の閉点 P と Br(X)=Br(k)の生成元 ei(i = 1; 2)(定理 1:2)に対して,

h[P ]; eii
3 = (c; fi(P ))k(P ) (i = 1; 2): 
3
Brauer-Maninペアリングから得られる次の写像 (1.2)は定理 1.1より単射
である.
X : A0(X)! Hom(Br(X)=Br(k); Q=Z)
ここで定理 1.2 (2) から, Br(X)=Br(k) は (Z=3Z)2 に同型, かつ e1; e2 で
生成されていることが分かる. 以上から A0(X)  (Z=3Z)2 が分かる. 次
に A0(X)の 0サイクル C1; C2 で X(C1);X(C2)が線型独立なものを構成
すれば, X は全射であることが分かり, A0(X) = (Z=3Z)2 かつ C1; C2 が
A0(X)の生成元であることが分かる. そこで, XL上の線型独立な 0サイクル
C 01 = [P1]  [Q1]; C 02 = [P2]  [Q2]を構成して, 射 pによるサイクルの押し出
しにより目的の生成元C1 = pC 01; C2 = pC 02を得る. 閉点 Pi; Qj(i; j = 1; 2)
は以下の Hilbert記号の条件を満たすものを構成する.
(c; f(P1))L = 3 (c; f(Q1))L = 
2
3
() (c; f(P2))L = 1 (c; f(Q2))L = 3
(c; g(P1))L = 1 (c; g(Q1))L = 1
(c; g(P2))L = 3 (c; g(Q2))L = 1:
補題 2.3を用いて書き換えれば, この条件は 0サイクル C 01; C 02 が線型独立で
ある事を示している. 具体的な計算を P1 を例にとって紹介する.
P1 の構成: P1 = (1 : t1 : t2 : 0)の形とする. このとき, 方程式
f(P1) = 1 + 
e0u
を t1 に関して解くと, t1 =
 e0u
(1  3) + e0u となり, t2 =  
3
p
1 + t31 となる.
後は条件 ()から (c; f(P1))L = 3; (c; g(P1))L = 1を確認すればよい. 実際
に (c; f(P1))L の計算を見てみると ((c; g(P1))L = 1は長くなるので省略す
る),
(c; f(P1))L = (c; 1 + 
e0u)L = 
TrF=F3 ((1 3) 3e
0u)
3 = 3
となる.
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